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Neste trabalho, € apresentada uma solugéo analitica da Equacéo de Fokker-Planck de-
pendente da energia através da combinagao entre o Método Espectral e a Transformada
de Laplace (LTP,), sendo que o Método Espectral é aplicado na variavel de energia e o
LTP,, no fluxo angular em Série de Fourier. Apresenta-se a simulag&o numérica (teste)
para verificar o bom comportamento da solugdo encontrada. Faz-se duas propostas
de continuidade do trabalho: a implementagdo computacional e simulagdo numérica

da solugédo para altos graus de quadratura ou o estudo da convergéncia.

Método espectral, equacao de Fokker-Planck, método dos harménicos esféricos, LTPn,

implantacao iénica.

In this work, is presented a Fokker-Planck analitical solution combining the Spectral
Method and the Laplace Transform (LTP,), being the spectral method applied in the
energy variable and the LTP,; in the angular flux in Fourier series. A numerical simula-
tion are reported to determine a good behaviour of the found solution. Two proposts of
work are presents: the implementation and simulation to high degrees of quadrature,

or the convergence’s study.

Spectral method, Fokker-Planck equation, LTPn, ionic implantation.
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Quase todo sistema fisico esta sujeito a complexas influéncias internas e externas que
ndo sdo completamente conhecidas e que sao freqlientemente chamadas de perturbacdes ou
flutuacdes. A equacéo de Fokker-Planck gera, devido a estas flutuagdes, sistemas que derivam
de inimeros minudsculos disturbios, os quais mudam as variaveis do sistema imprevisivelmente. A
equacao de Fokker-Planck foi primeiro aplicada a problemas com movimento Browniano, em que
o sistema é pequeno, mas as particulas macroscopicas imersas no fluido se movimentam de um
modo que as posi¢des das particulas flutuantes sdo imprevisiveis. Devido a estas flutuagdes ndo
se sabe exatamente suas posicdes, mas existe uma probabilidade de se encontrar a particula
em uma dada regido. Com a equacéo de Fokker-Planck tal densidade de probabilidade pode ser
determinada (Risken, 1996).

Aplica-se a equacédo de Fokker-Planck em um extenso niumero de campos da fisica-
-matematica que envolvem perturbagéo, como: optica quantica, fisico-quimica, biologia tedrica,
teoria de circuitos elétricos, difusdo em potenciais periodicos, entre outros problemas, os quais
podem ser encontrados nos trabalhos de Risken, 1996, Soize, 1994, Wio, 1994.

A equacédo de Fokker-Planck aparece de varias formas na literatura: com dependéncia
do tempo e da posi¢do com um infinito nimero de termos chamada de expansdo de Kramers-
-Moyal; como as equacgdes de Kramers ou Klein-Kramers, em uma ou mais dimensdes, que sdo
equacdes do movimento para as funcdes de distribuicdo dependente da posicao e da velocidade,
descrevendo o movimento Browniano das particulas em um campo externo (Risken, 1996); com
dependéncia da energia e da posigdo como apresentado por Komarov, 1997, e Mozolewski, 1997
a qual é usada neste trabalho.

A equacao de Fokker-Planck também é aplicada em problemas que envolvem implantacédo
ibnica, mas os trabalhos nesta area sdo mais escassos. Pode-se citar os trabalhos de Mozolevski,
2000; Komarov, 1997 e Lima, 1999. A técnica de implantacdo de ions em meios de alta energia
é importante na criacédo de estruturas semicondutoras. A producao destes dispositivos microele-
trénicos requer o conhecimento dos resultados do alcance dos ions (ion range) e da distribuicdo
de energia depositada com um alto grau de precisdo (Komarov, 1997; Biersack, 1988).

Os métodos de solugdo da equacéo de Fokker-Planck apresentados na literatura séo apli-
cacoes de diferengas-finitas e técnicas classicas de simulagdo numérica como Método de Monte
Carlo (Ziegler, 1985). Uma vez que os problemas que séo envolvidos sdo sistemas dinamicos
estocasticos (Soize, 1994). Mas estas técnicas de simulagdo estatistica, no caso de meios com
alta energia, requerem um grande esforco computacional.

As transformadas integrais que constituem um método espectral sdo operadores, definidos
em dominios limitados e n&o limitados, amplamente empregados na busca de solu¢des analiticas
ou semi-analiticas de modelos de engenharia e fisica, descritos por equagdes diferenciais, integrais,
integro-diferenciais e de diferencas, entre outras aplicagdes. A principal vantagem desta técnica
consiste na redugdo do numero de variaveis independentes destas equagdes ou simplificacdes
das citadas equagdes em uma equacéo algébrica. Entre as transformadas em dominios n&o limi-
tados, destacam-se as transformadas de Fourier, Mellin, Hankel e de Laplace (esta usada neste
trabalho), as quais existe uma vasta literatura sobre o tema (Altimirov, 1993; Debnath, 1995).

Aaplicacéo da transformada integral em dominio limitado foi denominada de Transformada
Integral Generalizada (GITT). E as principais etapas deste método sao: elaboragdo do par de
transformadas pela solugéo do problema de Sturm-Liouville; aplicagédo da transformada, solugao
do sistema de equagdes diferenciais ordinarias resultantes e aplicagao da transformada inversa.
Tal técnica (GITT) tem sido muito utilizada para resolver problemas de transferéncia de calor (Cotta
e Mikhailov, 1997), em mecanica dos fluidos (Cotta, 1993), mas ndo se tem o conhecimento de
seu uso na solucdo da equagao de Fokker-Planck.

Os métodos espectrais (Mikhailov, 1984; Vilhena, 1994) constituem uma larga classe de
métodos computacionais para a aproximagao numérica de solugdes de um amplo nimero de
problemas matematicos, incluindo equagdes diferenciais ordinarias e parciais, problemas de au-
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tovalores, equacgdes integrais e calculo variacional. A caracteristica basica do método espectral
consiste na expanséo da solucdo em duas diferentes bases, onde a primeira é constituida de
um numero finito de fungcdes globais ortogonais e suaves, e a segunda é formada pela base de
Lagrange em um conjunto discreto de pontos do dominio — normalmente raizes do esquema de
quadratura de Gauss.

O método espectral tem sido largamente usado para encontrar solugédo para problemas
multidimensionais de transporte de particulas neutras com geometria cartesiana, como o problema
unidimensional dependente do tempo (Ganapol, 1978; Oliveira, 2002), o problema tri-dimensional
de transporte de particulas neutras (Vilhena, 1999). Entretanto, sera inovador seu uso na solugéo
analitica da equacao de Fokker-Planck.

A aplicacdo do Método Espectral permite, em principio, obter uma solugdo do problema
para todas as variaveis independentes (Vilhena, 1999). E considera-se, também importante,
do ponto de vista matematico, a analise do comportamento da solu¢éo encontrada, ou seja, a
convergéncia dever ser analisada. E possivel mostrar a convergéncia da solugdo definida para a
variavel espacial (Pazos e Vilhena, 1999) e para a aproximacéo dos harménicos esféricos, que ja
foi mostrada por Segatto e Vilhena em 2000 usando isomorfismos entre dois espagos funcionais
e o teorema de C, - semigrupos (Goldstein, 1985).

Dando continuidade ao objetivo de perseguir a solugdo analitica para aproximacdes da
equacao de transporte, pretende-se resolver a equacéo de Fokker-Planck dependente da energia,
combinando o Método Espectral e LTP,, (Streck, 1993) (expans&o em polinémios de Legendre +
método genérico proposto por Vilhena). A principal idéia do método proposto consiste na expan-
s&o do fluxo angular na variavel de energia em série de Fourier, no calculo de momentos e na
solugéo do sistema de equagdes diferenciais resultantes pela verséo LTP, do método genérico.
Resulta deste procedimento uma solucéo analitica para o fluxo angular, uma vez que apenas uma
aproximacao é feita na derivacédo da formulacdo. Ndo se tem conhecimento dessa metodologia
na solucdo da equacao de Fokker-Planck.

Pretende-se construir uma solucéo valida para a equacao de Fokker-Planck com depen-
déncia da energia (Komarov, 1997) para frente e para tras, as quais tem importante aplicacéo na
implantacéo i6nica com alta e baixa transferéncia de energia.

Considera-se a equacgdo de Fokker-Planck para frente,

W o g 2| 2 12
p— = D(E) aﬂ[a ’“)a#]* — 5B+ ——Z O ( 1 )

u é o fluxo angular, E é a energia do ion, E € [E, L‘-?'], E_ é a energia considerada
auando os ions estéo parados, E, é a energia inicial do incidente, x é a dire¢do do movimento,
M =08 a , ? éo angulo de espalhamento, D(E) é o coeficiente de transferéncia de momento,
S(E) é o poder de freamento total e Q(E) é o “straggling” (dispersdo) nuclear.

A equacéo (1) esta sujeita as seguintes condi¢des de contorno:

WOE, = f(B, 0= 6(E- By SE—th) s
IIJD ( 2 )

wlH E uy=0 - u=<0 ( 3 )
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{}{F-.'jll; ulx s pu)y=10 ( 4 )

w(x, B, 1) =10 ( S )

Hy

em que € o valor médio do cosseno do angulo diretor, H é a largura da placae 5 é o
delta de Dirac.

E importante salientar que, os coeficientes D(E), S(E) e Q(E) foram considerados todos
constantes. Para o caso de coeficientes variaveis com a energia, usa-se aproximagdes “stepwi-
se” para estes coeficientes. A partir deste ponto tais coeficientes serdo chamados de D,S e Q
respectivamente.

Com a finalidade de aplicar o método espectral na variavel energia resolve-se o problema
de Sturm Liouville associado a equacao (1), descrito por,

if—;:tf'" + AuE) =0

el -

I“ft’jr_ : =} ( 6 )
r:[E}L I 0

, . A
cujos autovetores associados aos autovalores " s&o:

[ 1n(E-8]
#'(E) = cos| | == |7 ——t (7)
| X 3__.1' \ Jr_"l-, .E__. ¥

B

Tais autovetores s&o ortogonais no intervalo [E_E ] com relacdo a fungdo peso w(E)=1,
ou seja:

rceetone =5t aop ®)

s

5 e,

b

‘l.u"['F':-r:f['F.':llE =0, ES ( 9 )

Com o proposito de eliminar a dependéncia na energia da equacéo (1), usando o problema
de Sturm Liouville (6), expande-se a funcao u(x,E,u) em série de Fourier truncada na variavel E,
como:

oo {20 - Nx
wlx, E ) = a" (v, pyeos]w, (E - E_] o AR (10)
mel , em que (E, - L)

o™ coeficiente da série de Fourier, M é a ordem de truncamento da aproximagao.

Assim substituindo (10) na equacgéo (1), reescreve-se:
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.r.:i ;—xa“(x, Hleos[w, [E—-E] = Di %{(1— il (x, ieos[w, (- F.] ]

- S%“ﬁl a" [x, isen[w, (E— E]

_1 1"' o
_%[%];a(x,;ﬂms[w“(ﬁ—ﬁ‘] (1 1)

com as condi¢des de contorno,

Fan (@, wyoos[w (B~ B} = SE-EYSL=H) L 5p

A Ha (1 2 )
it g

Sl wcosw,(E-F] =0 , u<0

ak ( 1 3 )

Agora, multiplicando-se a equacéo (11) por =0 [H'" (E F—'}
sobre o intervalo [E_E ] e usando a ortogonalidade tem-se:

com k=1,2,...M, integrando

i ] I Wt o ey
biz-a (x,#J=Dﬂ[(1—#‘Jaa ("”“j]_ST';," (%#)F.'..e—ngﬂ 0%, 4 (14

- . sen|w, (& — &
e suas condicdes de contorno ao serem multiplicadas por %en[ *{F F"] com

k=1,2,...M, e integradas sobre o intervalo [E_E ], tomam a forma:

SEO@E, =yt TEA) g

= a ( 1 5 )
Sa(HWF,, =0 , <0
=l ( 1 6 )
onde,

g (ﬁ & w ek e mempa poridode
F= [eanbn (B-F] cosli(B-8)& =10

x ks . & mekiem paridodes distita

I:M—.‘Z-:I.I' ( 17 )
o at (x, pe) . . .
Expandido T2 em uma série truncada de polindmios de Legendre de ordem N,
da forma:

i S T o P .
@ =2 — & (x}F, (1)
= L (

distintas
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com i coeficientes da série e N ordem da série. Ao substituir-se (18) na equacgao (14),

(15) e (16) obtém-se:

Z B (F (i) = D— (1= p Z—b (DE )

3"‘2n+1 ! affz }

-5+ zzz”“b (DB, (P
Qw: W In+l
; 4§ y B (1)

M Gmyl =
212 B OR (WA= 1% . om0
MWl nadl 0

M N n=
Sy 2 @B wE, Y, u<0

m=ln=0 (

Aplicando no problema acima o operador
propriedades dos polinémios de Legendre:

1 2

Ef (pydu = = 5

S * ( 2
L Frt 2 P2 !
B (i)dut =
_II“PE':’“) = s e Ty gy e
! 2 +1
T 0= sty mm o -0,

?3+1
= u( )+2?z _1(x)+R A" (x)+§ﬁ'“f:u (xi=0

kwm

e suas condi¢des de contorno ficam:

_ |:— 1)*—1
ZE i

P O RRGIE, =

M), =l
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qu wydy . I=0.N

(1 9)
(2 0 )
2 1 )
, € usando as
2 )

2 3 )

2 4 )
2 5 )

2 6 )



S 2 L P AP (I F. . =0 <0
ZZ 2 n .U[I n r‘{"E mik » ,ﬂ ( 2 7 )

w=lp=0

' {
f =t /
onde denotou-se por ponto a derivada em relagéo a x, isto €, d ;

Lo - W ¥ (_? r": i “'-..l -
R =(5 “2 B, . trla+ 1D+ 3 “4")-6 7= 5—2—}*_“'.

Escrevendo (25) de forma matricial,

il

A—bhix)+ B (x3=0
o [

em que a matriz A é dada por:

Digy, O 0o 0 0
0 Dg, © 0 0
A=] 0 Digy 0
0 0 0 .0 . o
0 0 @ O Pyl ( )

0 é a matriz nula de ordem N+17 e Dig &€ matriz também de ordem N+7 com a forma:

1 0 0 - 043
0 2 0 -0
. 04 0 3 " 0
De=1g 0 2 = - o
2o me e B g ( 3 0 )
oo 0 0 5 0 -—

e a matriz B é descrita por,

Rl ﬁl,Q - ﬁl,M
B J62,1 R2 .
B= : =8 5 ﬁM—l,M , ; 1 )
M1 M, -1 M
B SR R M)
em que R ¢ sdo as matrizes diagonais de ordem M
|'rll'a.} | B0 e 0)
R = 0 R .0 g = o f .0
Tl P 0
. ; 5 32)
Lo 0o o R o0 0 o0 g
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e finalmente o vetor b(x) € descrito por:

[Be(x) B, B () BICH) B () B (), B () B (), B (] (3 3)

Uma vez conhecido o vetor b(x) a solugdo analitica para o fluxo angular de ions obtida
através da combinagéo do Método Espectral e a aproximagéo P, fica completamente determinada
como segue:

WL E N =3

M1

( Zn+1 {(2m =)

=9 ()P(m}cos[w (- E,) W, =—
X com | (E—E) (34)

H=0

Através desta formulagdo, calcula-se a distribuicdo de energia depositada no sistema
nuclear do alvo w,(x) e a distribuicdo de energia depositada no sistema eletrénico do alvo w,(x)
que sao calculadas pelas das integrais,

W (x)= _[ {E]]uimf L )d el ( 3 5 )

w (x)= jS_IEbIm.\'.E,ukinE ( 3 6 )

em que S (E) e S (E) s&o respectivamente o poder de freamento nuclear e o poder de
freamento eletronico.

Utilizando a mesma formulagéo da solucéo analitica de (1), pode-se expandir o método
para a equacao de Fokker Planck para tras:

B 8
—#§=D(E)a#[( #)—}S(E)% EQ(E?— ( 3 7 )

Evidentemente as matrizes geradas sofrerdo algumas modificagées no sinal de seus pa-
rametros, mas ndo em sua forma ou ordem.

Deve-se observar que a equagdo matricial a ser resolvida (28) possui ordem M(N+1).
Durante algum tempo tentou-se desacoplar este problema em outros de ordem menor. Foram
entdo usadas outras expansdes de energia. Uma das muitas tentativas foi a expansdo em uma
série de Fourier em senos e cossenos de periodo completo. Assim, com este tipo de expansao
conseguiu-se reduzir o problema matricial de ordem M(N+1) a N+1 problemas de ordem M. Mas
este tipo de expansao, apesar de satisfazer a equagdo ndo consegue satisfazer as condi¢des de
contorno, e voltou-se a formulagéo inicialmente proposta.

Para comprovar que a solugdo analitica obtida (34) & valida, solucionou-se o problema
dado pela equacéo (28), utilizando-se o software MAPLE VI.
Os dados fisicos utilizados (Lima, 1999) foram: E =100KeV, E_=0.001KeV, D=0.1A",
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Q=0.357630633KeV?/A, S =0.072241KeV/A e S =0.051960KeV/A . Os valores para a componente
espacial do fluxo angular, foram tomados em pontos distribuidos no dominio 0<x<700A, levando-se
em conta a diregdo u=0.5. A ordem de aproximacao foi para M=2 e N=1, uma vez que o software
utilizado nédo é apropriado para calculos em grandes escalas.

11
=l
s

telz, B, L) :-EE "

0 o0 M- 30C 400 SO0 I00 7o

Figura 1

E importante salientar que a solucdo tem um decaimento exponencial, o que demonstra
um comportamento esperado.

Atingiu-se o objetivo de encontrar uma solugéo analitica para a Equacgéao de Fokker-Planck
com dependéncia da energia. Tal solugdo tem um comportamento viavel, uma vez que possui
realmente um comportamento exponencial.

Pretende-se continuar o estudo do comportamento de tal solugdo, implementando-se
computacionalmente, utilizando-se mais termos na aproximacéo em Série de Fourier e no LTPn,
0 que dara uma solugdo mais precisa. Se fara a comparagdo com dados experimentais que
serao fornecidos pelo Instituto de Fisica— UFRGS. Na impossibilidade de se obter tal experimento
se utilizara dados presentes na literatura, validando a solugao através do estudo matematico de
estimativa de erro e convergéncia, utilizando a idéia de Pazos e Vilhena em 1999, aplicada a um
problema de transporte unidimensional dependente do tempo.
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